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lJ,\)e,.r,.S,,it;lA~ t Für das Gesohwindigkei teprofil in der Reibungsschicht, 
das sioh an einer längeangestr8mten ebenen Platte 
ae;ym.l>totieoh einstellt, wenn überall mit konstanter 
Geschwindigkeit abgesaugt wird, werden exakt ohne Zu-
hilfenahme einer näherungsweisen Gesohwindigkeitsver-
teilung naoh der Methode der kleinen Schwingungen so-
wohl die Ste.bili tätegrenze wie die Anfaohu,ng der über .... 
le.gert1im Störungen berechnet und mit den Ergebnissen 
an der undurchlässigen Platte verglichen .• 
ilt.~§.errms-
I. Aufgabenstellung 
II. Di.e indifferenten Störungen für das asymptotisohe Absauge-
profil an der ebenen Platte. 
a) Die reibungslosen Lasungen 'f 1 , 'f 2 der Störungegleiohung 
in Wandnähe, 
b) Die reibungslosen Lösungen I( 1; 'P 2 der St()rungsgleiohung 
bei grossem Wandabstand. 
III. Die angefachten Störungen für das asymptotische Absauge .... 
prafil an der ebenen Platte. 
* * a) Die reibungslosen Lösungen 'f 1 , \fQ der Störungsgleichung 
in Wa.:ndnähe, 
. ' b) D:i.e reibungslosen Lösungen 'f 1 1 'f 2* der StC>rungsgleichung 
bei graasem Wandabstand.. 
IV. Vergleich der Stabilität der Plattenreibungsschicht mit und 
ohne Absaugung, 
V. Zusammenfassung .. 
VI, Schrifttum. 
I t .A,!l~€?ffoep..!Jii!ll\U'l8 • 
Der Widerstand eines umstrl5mten Körpers läset sich, wie Messun-
ßfiiln . [ 1] ergt'ben haben, duroh Absaug1.mg der wandnahen Teile des 
li!.ibr:<1xnenden Med..:iu:m.lll erheblich vermindernt Dies kann man dad~oh 
e-::·l.t~lltren, d.a.ss d.ie Gesohwind.igkei tsverteilungen in der Reibungs .... 
salaiQht unmittelbar na<!'Jh d$ll' Absaugung völliger werden und. damit 
Cl.ie Gefe~.hr der Ablösung zunächst aufgest;hoben wird. Ist die Rei• 
bu.ngriiS@h:I.Qht laminart so kann man auch sagen. dass die Stabilität 
OJ.es Gesohwind.igkei tspro:fils gegenüber kleinen Störungen u.nmi ttelbar 
i".l.$.Qh der Absaugu.ng grtlsser wird u.nd damit die Gefahr des Umschlags 
in die turbulente Strt>mungsform nach stromab verachoben wirdt wobei 
ein• Tendenz zur Ablösung der Laminarschicht gar nicht zu bestehen 
braucht, 
In der VQ:t'liegenden Mitteilung soll nun an dem einfachen Bei-
api&l der ebenen längsangestrtsmten Platte nachgewiesen werden, in 
wel<bhem Masee die StaJ~litM.t der Reibu.ngssohioht wä0hst. wenn längs 
der ganzen Wand mit konstanter Ge.sohwind.igkei t abgesaugt wird. 
Für die u:ndur13hläsaige Platte sind. d.ie Stabili ti1Hseigensohaften 
beka.nnt. w, Tollmie:n [1 oJ bereohnete die Stabili tltli!grenze t die 
E!.ls ni6ld.rie;ste Re~nold.ezahl definiert wird, unterhalb deren keine 
Stti:t'~M.ntl angefaohtwird. H, Sohlichtins (7] und J, Fr~&tsmh [6] haben 
$pättr au.oh die Stärke der Anfaohung beetimmt, die die Stt:Srungsa.m-
pl.:1:trudon erfahren, wenn diese Stt;tbili tätagrsnze übfl!reahr1 tten wird. 
DiGlSile Reohntmg!(ln sollen nunmeh:t' für da~jenige aeym))totisQhe Ge-
s411hWinti&keiteprofil fertgeaetzt werden, da.a sich in rain1~er Ent-
fe:ttnu.ng von d!lsr *~1·l~tt:&nv®rde:rkantft einii!Jtell t, wenn man längs der 
ganzen Platte mit konlltanter Gt'llaohwindiätkeit absaugt. Diee~ee Ge-
sa~hwindiglteitsp:ro:fill haben A. :Setz und H, Sohliohting [9] vor kur ... 
z~rm angege'lsenJ e.s folgt ·unmittelbar duroh Integration der Grenm-
aHt~hiohtgleiohune;, wenn man die Norma.lgesohwindigkeit v gleioh der 
kon$tanten A'beaugegeaohwindigkeit. v 0 setzt, zut 
( 1) 
wobei Jfr die Verdrängungsdioke bezeichnet (Ab'b. 1). 
Abb. 1 
... ·~ .. 
2 3 4 5. 
Das asympt®tieohe Geeohwindigkeitspro:fil bei 
konstanter Absaugung an der längsangestrtlmten 
Plattet zugleich Cl.ie reibungsloeJe Li;Ssung 'f 0 , wenn a.ls Abszisse y 1 [Gl. (8)] genommen wird. 
Am umst:römten K!Srpe:r :tst d.iese exakte Gesohwindigkei tsvertei-
lung die e:l.l'l.Zige bislang bekanntEt, die sioh in einE!!m geschlossenen 
analytis.clum Ausdruok darstellen lässt, 
Aus. dteeem Grunde lag der Gedanke nahe, die St6tbilitätsunter-
suohung unmittelbar :für dieses exakt gegebene Profil d.urohzuführen, 
ehne es erst d.t~.roh eine andere analytische Form anzunähern, für die 
die L<$su.ngen der Störu.ngsd.ifferentialgleiohung sohon bekannt sind. 
[4] • 
:Bish;r war man zu diesen Näherungsdarste:Llungen d.ewwegen ~•~mwun­
gin, weil die strengen L(:)sungen der Grenzsohiohtgle:1ohung )t'·• d.uroh 
einfa()h~ a.nalytisohe Ausdrüoke gegeben· waren. Dabei soll von dem 
linearen Pr®fil bei der C0uetteetr~mung zwischen zwei ebenen Wänden 
und. d.El!m Parabelpr~fil der Ha.gen-J?oiseuilleetrtsmung im Rohr abge-
SH!hen wt:rden, die sioh als stets stabil erwiesen [2, 3 J 5] • 
Ube:rrasohendeneilUl verläuft die exakte Sts.b:Lli täteuntersuchung 
d.l1ls asymptotisohen Absaugeprofils in~Jofern wesentlich einfacher als 
in den bisherigen Unte:rsuGthu.ngen mit Näherungsverteilungen, als man 
d.ie Ll;;eungen der St{lS:rungsd:t.fferentialgleiohung nur nooh in Wand-
nähe, nicht aber mehr im Anschlussbereich an die Potentialströmung 
zu kennen braucht. 
II. ,D,ie ind.i,:ff,!fA1l'en~en Störtt;nsen für ~as . a.~mt9tiao}.1e . .A lysa.u,se;rtrofi:6 
an der ebenen Platte, 
Um die Stabilität der durch (1) gegebenen Geschwindigkeitsver-
teilung in der Plattenreibungsschicht zu untersuchen, überlagern 
wir in bekanntE'n• Weise [ 4] eine. ebt?ne Störungsbewegung mit der 
st:rornf'unkt:ton: 
~(x - ot) 
'V (x,y,t) -. 'f (:x:,.y) e (2) 
hier bezeichnet x die Koerdinate in Anströmriohtung, t die Zeit, 
IX die räumliche Kreisfrequenz der Störung und der. Realteil von 
o • er + :te1 ihre J?hasengesohwindigkeit. Der Imaginärteil o1 ent-
scheidet über Anfaohung (o1> 0) od1111r Dämpfung (o1 4. o). 
Wir betraohtßn in diesem Abschnitt zunächst den Fall indif:feren-
t$=!7 Schwingungen (o:t • 0) und fragen insbesondere- ~tPh der sog. 
Indi:t'ferenzkUl"V'e; die in der 0(. , Re* •Ebene (R: • .... ßy ·) die stabi ... 
len und instabilen Zustände trennt. 
Wie in einer frUheren Arbeit [4] im einzelnen naohgewiessn wurde, 
erhält man aus den Navier-Stokesschen Differentialgleichungen für 
d.ie Stl;>rung$ampli tud.e 'P auch in dem allgemeinen Fall, dass die Nor-
m$-lk~>:mpon(!u:rte V nicht verschwindet, die lineare Differe:ntialglei-
ohVUlg 4. Ordnung• 
(u.o) ('f u..,rx,2y) - U"lf = - "':OC. ~e' ['fiV - 2tx24f" + 0(4 'f]' ( 3) 
die Längen sind auf die Verdrängungsdicke d'~ t;;U1,\i die Geschwi:ndig-
keit~n auf die Potentialgeschwindigkeit Ua bezogen und die Diffe-
rentia.ti!Zlnen na.oh dem Wandabstand y ausgeführt. 
,.'• 
Die allgemeine Lösung von (:~) lässt sich in der Forill ansetzans 
( 4) 
w. Toll:tn1$n tmd. H, Sohliohting haben nun gezeigt, dass das Integral 
'P.4 für gr~.Jff. y s~ etark wäohiilt, dass esfm:i. t Rücksicht auf die Re.na .... 
'bedingungt:!ln in der &llgem$inen Lösung nicht enthalten sein kann; 
man h~a.t a.lso 0 4 :• o ~a. aetzen. Die Lösung tp 3 ist unabhängig von der 
speziellen Geaahwind.igked.tfl!v.ert·~ilun:s und ei11 :für alle mal ta'bu-
liert [8, 4] • Die KontJtan'ten o1, c2 und o3 lassen sich aus dem 
line.aren ~()m.ogenen Gleichungssystem bereohnen, das die drei Rand.-
- B .... 
'bedingungen 'f = 'f t = 0 an der Wand (r • 0) und 'f ' = ..... t1..'f im .An-
sohluembereioh (y = a) an d.e.a Gebiet konstanter Gesohwindigkeit dar ... 
stellt. Die letzte Randbedingung folgt daraus, dass im Ansohlussbe-
reioh U 11~ G un.d die Rei bu:ngswirkung vernachlässigbar ist, sodass 
ne.oh (:;) dort 'f" - o:. 2'P ~ o, ä..h. VJ= e -(1.y wird. Die Determinante 
diemes·Systems muss also verschwinden: 
'f1w 'f 2w 'P 3w 
~ t 1W 'P'2w VJt.;w 1::# 0 (5) 
~ ·1a ~ 2a 0 
mit 
~va • 'P"~ + Ol'fva (V • 1, 2). (6) 
Ein Glied p :;a tritt in der Determinante nicht auf, weil die Par· 
tikularlt>sung 3 im Anschlussbereich bereits abgeklungen ist. 
Die k0mplexe Gleiohllng (!?) ist mit zwei reellen Gleichungen äqui-
valent, in d.enan die Veränderlichen ot.t Re*t or und oi enthalten 
sind. !esol:!.ränken wir uns zunächst auf den Fall indifferenter stcs ... 
1\'Ul\g;en (o1 • 0), so ~arhält man aus ihnen nach Elimination von er 
eine Eezieh.ttng zwisohen d.ar Reynold.szahl Ra* und der Wellenlänge 
..A.• ·'tj der Störung. Da.s ist die Gleiol:lung der gesuchten Indif:fe-
reni?lkunE:J. 
Wir wenden uns g;unäohst der Berechnung d.er Integrale '(> 1 ;, 'f 2 zu., 
fi.U' die wir wegen d.er Konvergenzeigenschaften zwei verechiedene 
Entwicklungen angeben, eine in Wandnähe ('P 1w, 'P' 1w, 'P 2w, \(1 1 Ew) und 
eine im Anschlussbereich an die ko~$tante Potentialgeschwindigkeit 
(P1a' i2a)• 
* Nehmen wir <X-Re als groas an, so vereinfacht sich (3) zu der 
. sog. reibu:ngslosen sterungragleiohung • 
(7) 
Diese Differential~leiohung hat einen Pol erster Ordnung an der 
Stelle U = c • er, der wir den i'kri tisohen 11 :Punkt y = y
0 
zuordnen. 
Wir wollen nun die Konstruktion der Lösungen '{'1, 'f2 von (7) 
für die spe.zielle Gesohwindigkei tsverteilung ( 1) angeben. 
·Wir führen dazu die neue Veränderliche: 
(8) 
~int dann lautet die Störungsgleichung ( 7) : 
' a.2 2 (e Yl - 1) (~ - d.. <f ) + <f • o 
dy1 
( 9) 
2 
Schreibt man (9) nach Multiplikation mit - 1- 1.:.-- und Ausdividieren 
eY1 """' 1 in der Form: 
y·' 2 ~~.'e + 'f 
'tdY( 
so ist die erste Lösung 'f 1 gegeben dtl.l'oh: 
00 
tp 1 • Y 1 l e:v Y.1Y, 
'\J=1 I 
wobei die ev aus den ~v durch das Gleiohungssystem: 
v~ 1 
ey(v+1)v +Ißv..:f-ef-=0 
~=0 . gewonnen werden, · 
Die Ltlsu.ng ~ 2 ist gegeben durohs 
'P 2 • 1 + i b )I y 1 y - 'I' 1 l:n y 1 
Y=.t 
e = 1 0 
für y1 > 0 , 
(, 0) 
( 1 1 ) 
(12) 
(13) 
~ 2 = 1 + f b y Y 1 v - 'I' 1 ( ln I y 1 I - i t) für y 1 t... 0 • ( 14) 
vd. 
Das imaginlre Glie4iin (14) erhielt w. Tollmien duroh eine Dia~ 
kuee;ion der allgemeinen Sttlrungsgleiohu.ng (3) in der Nähe von 
tr = o 1 in -cter sog • nkri tieohen" Sohioht. 
Die Koeffizienten der Reihenentwioltlungen, die für alle Werte 
y1 konvergieren, sind in Zahlentafel 1 zusammengestellt. 
Da. die Konvergenz dieser Reillenentwioklu.ngen nur in Wandnähe 
(kleine y1) gut ist, sohlecht dagegen für den Anschlussbereich 
an d.ie konstante Potentialgeschwindigkeit Ua. (grosse y1), wurde 
versucht, die Lösungsaggregate ~ 1 a., ~ 2a. auf eine andere Weise zu 
gewinnen. 
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b) D,ie r.~.:L,bunssl,oeen LöstfUgen lf 1.a...l,2 bei, .g,rossem Wandabstan,~. 
Man kann die reibungslosen L!Jsu:ngen 'f1, 'f2. statt als Potenz-
reihen in y mit Koeffizienten, die von ~ abhängen, auch umgekehrt 
naoh einem Vorschlag von w. Tollmien [11] als Potenzreihen in mit 
:rtc~:ff'izientent die von y abhängen,. darstellen, also: 
2 ' 4 6 ~ 1 Jl# 'P 10 + ()1.. ~ 11 + {j" ~12 + (/I. <f 13 + .. H 
( 15) 
'f 2 = lf 20 + ~ 2 \f ~i1 -~ ()(,. ~ 'f i.:t -~ ~ ~ 'f'}.~ i" •. -..1 ~: II t• .. , . 
Wir sohreiben zur Gewinnung der 'Pvn ( v = 1 ,2) die reibungslose 
Störungsgleichung (7) in der Formt 
(U ... o)!f 11 • U"'f = (U - o) o.. 2~. (16) 
Die nullte Näherung tp 10 , 'f2.o erhalten wir als Lösm1.gen der 
homogenen. Differentialgleichung: 
(U- o)f" • U"f = 0 
ZUI 
'P10 = u- 0 t 
'!' 20 " -(u - o) J ·(·u-~~ • 
(17) 
( 15) 
Für die nächsten Näherungen erhalten wir die Differentialglei• 
ohu.ngent 
(V #i 1,2) ( 19) 
deren Lösungen sioh naoh der Methode der Variation der Konstanten 
in der Form darstellen lassen: 
fyn • 'f 10 [ 'Pv , n-1 'P 20 dy - 'f 20 J 'fv ,n-1 'P 10 dy • 
Nun e:t'hllt man für das asymptotisohe .A psa~gt>rofil ( 1') an der 
ebenen Platte naoh einiger Integrationsarbeit: 
~ 10 = 1 
.... y, [ . -y, ] 
'f1 20 • 1 + ( e - 1 ) y 1 + ln ( 1 - e ) • 
(20) 
(21) 
(22) 
-- 8 -
lf 21 
-Y t n .9_ 1 2 ""'2Y 1 g . -3y 1 . 1 ] 
- · e ( 4 + '2". Y 1. .,. "2' Y 1 ) + e ( ~ + 5y 1 ) - e (! + Y 1 ) 
-y. n+1 . -y n 
+ Y '\:. ( 1-e 
1) . 2",. -y 1 ' (n+1) ~ 1-e 1) 1L 2' -.., L · '· ·· n · n 
Die Gleio~ungen (21), (22) (Abb. 1,2) sind identisch mit den 
Reihenentwicklungen (11), (13), wenn man in den Reihenkoeffi-
:;denten oc ::;:; 0 setzt. 
Für große Werte y 1 , für die wir ja eine Darstellung der 
Lösungen 'P 1 , cp 2 suchen, ist: 
'P1o "" 1 
'P ~Q IV 1 - y 1 
y 2 
~ - ~ y1 + 2,645 
y 3 y 2 ~ + + + 1,145 y1 - 2.79 
----- -
(21a) 
(22a) 
(23) 
(24) 
(23a) 
(24a) 
i 
- ·g -
Setzen wir (2?>); (24), :(2;a) und (24a) in (20) ein, so erhalten 
wir naoh ( 15) s 
und damit die einfache Beziehung: 
p (Ol.) = -Q(. +to(2_ 3,29o(3 + .... (27) 
Damit reduziert sioh die au~B (5) folgende Beziehung des Rand.wert-
problemst 
(28) 
für kleine ""auf die einfachere Gleiohungt 
lf>~ P(<X.) lf 2 - 'P 1 
= . ,ll ' I 0 ?>w tl( cX.) rp 2w - ~ 1w ( 29) 
die die Lösungsaggregate ~ 1 a• ~ 2a überhaupt nioht mehr enthält • 
.Abb. 2. Die reibungslose Lösung ~ 20 • 
- Hl -
Die LC5sung der Gleichung (29) geschieht in bekannter Weise; 
indem man de:n Imaginärteil der ta'buliert vorliegenden Funktion 
ll'('J ) "- D(,2) = ..,L !Jl'!: 1 '1 "'-!!,! E "'(o<. Re~ U ')-1/:3 
o 1} 0 E ~ 0 ~w o . e o 
( :;o) 
Über dem Realteil von F('Yl 0 ) aufträgt und in dieses Polardiagramm 
di.i vorge'bEntem or die Funktion 
J.. !'(()(, )'f 2w ... y; tw, 
E(<X ' or) • - YcJ P(ot i'f' 2w ..;. cp' 1·w ('1) 
,.-.'\_! : 
--...------·~--
-0,2 0,2 0,4 0,8 
-- R(F), R(E) 
Abb. :;. Polardiagramm zur Ermittlung der Ind.i:fferenzkurve. 
zunächst das zu-einem bestimmten~ gehörende ~0 und dann mit (30) 
die gesuchte Indifferenzkurve «- (Re*) (Abb. 4). Die Stabili täte-
grenze liegt bei der Reynoldsza.hl Re* • 5t52•1o4 und ist damit 
etwa achtzigmal gr5saHU' als bei der Plattenströmung ohne .Absau-
gung. D~i AbsaqglJ.l?:ii ha.~t iflso eine i!ussarorden,:tlioh ,l;!tark eta.bil,i-
sieren~e W:trku.ns. ·L 
·;,, 
0,15 ad" 
t 
- 1 '1 .... 
~ L 
A'. 
0,05~-.--~1 ~--~~r------r~~--~----~ 
Rekrit• I 
5,52·10 4 1 
I 
I 
to' TO' 10' ~~ 
A'bb. 4·. · Indifferenzkurve des asym.ptoti.sohen Absaugeprofils. 
Im folge.nden Abschnitt wollen wir nun nooh für den von der In-
d.ifferenzku:rve u.msohlossenen Bereich der instabilen Störungszu. .. 
stände da.s Masa der Anfaohung bereeh:n.en, das die Störungen naoh 
ttbersoh:reiten der Indifferenzkurve erfahren. 
III • :Qil, ~.nse:fao;Qt§p. .~~~l"li\DS!Ut ,~1ir ~~~ fii6l!!m'!iOtisohe Ab§EA.UgeJtro:fiJ: 
~~er ~eben~n Platt!• 
Wir beschränken uns auf kleine Werte der .Anfaohu.ngsgrtlsse o1 t 
sodaras die allgemeine Ltlsu.ng der Störungsdifferentialgleiohung (;) 
in der Form darstellbar istt 
(32) 
wo mit Lfv die in Abaohni tt II besprochenen Partikularlösungen für 
<a1 = 0 und mit wy Zusatzfunktionalt :f'flr o1 > 0 bezeichnet werden. 
Wir 'bertohnen !a'Junäohsrt die Integrale 4f /~, 'P 2* bzw .. die Zusatz .... 
fu.nktionen '-V 1, w2 • 
a) Die reibunßslosen Lö~unsen ~ t , lf 2* der Stl:irun&Sßleichu;n' in 
W~d;nähe. 
Die reibungslose Störungsgleichung (7) hat jetzt einen Pol 
erster Ordnung an der Stelle U == c = or + i o1 , der wir nunmehr 
* den Punkt w:0 der komplexen y=Ebene zuordnen. In der Umgebung dieser 
Singularität kann man leicht ein Fundamentalsystem dureh Reihen-
entwicklung angeben. Um den Zusammenhang mit dem oben behandelten 
Fall des rein reellen c herzustellen, geben wir zunächst die Be-
~i.ehung zwischen dem komplexen y; und dem Wandabstand y 0 der kri .... 
tisohan Schicht U = er an. 
Aus 
und 
u(rt)*;) = "r + i o1 
folgt 
utv '1ft' ) .... u ( y ) = 1 o.i • (y0.* - y ,J U0 • + •• · •• , Q Q V 
und unter Besohränkung auf die in ci linearen Glieder 
'* ~-~-~-1 Yo • Yo + '"1J:'T • 
0 
lfilllren wir noch die neue Veränderliche 
* * ~ ic1 Y1 = Y- Yo = Y - Ya + Yo - Yo = Y1 - ·~ 
0 
somit: 
ein,, so erha.l ten wir naoh ( 1) unter Benutf!lung von ( ~6) 1 
* * 
-Yc/,P* .... y /iitc [ •Yo/J* . ] [ -Y1 J U - c = e o - e = e • i o1 1 - e . 
Fitr nicht vere<i:lhwind.ende Anfaohung lautet die reibungslose ste ... 
(~3) 
( 34) 
(:35) 
(36) 
(37) 
(:38) 
rungsgleiohtt.n.S für das a.symptotisohe Absaugeprofil 
J?latte somit: 
an d.er ebenen 
y 'I< d.2 t * 2 * * ( e 1 ""' 1 ) ( !'y 
1 
2 .... oc 'f' ) + 'f = 0 J (39) 
sie ist bemerkenswerterweise genau so aufgebaut wie die Gleichung 
(9) für c1 == o, nur wtrde:ndie Veränderliohen'P 1, y1 durch cp1'; 
y{ersetzt. Es tritt jedo~h a1 selbst in diesem besonderen Fall 
explizit nicht in ('9) auf, Infolgedessen sind die Koeffizienten 
der Reihenentwicklungans 
.... 1~ 
-
-41 ~ * ( ln I y 1 I + i arg y 1 ) für ~ ( y 1 ) ~ 0 ( 4o) 
d"ieselben wie in den Reihenentwioklungen (11), (14) 1 d.h. es ist: 
*. . * 
ey = e y ; 'by = b y • ( 41) 
Wir geben die Lösung ...p 2* im :folgenden nur :für ~(y 1 *) L.. 0 an, da 
wir sie, wie unten gezeigt wird, nur an der Wand, nicht aber im 
.Ansohlustflgebiet an die PotentialstrG$mung zu berechnen brauchen. 
Da allgemein für jede analytische Funktion f' 
f(y1*) • f(y1 - ~ = f(y1) - ~0 Y *y1 (42) 
0 0 
ist, erhalten wil." naoh (32) 
d lf 'V 
L...>u • ~. · ='f ' 1 a.y1 V 
als0 naoh (11) und (14) 
00 
w 1 = 2 ( Y + 1) e" "11 v , 
Y=O 
Da wir an der Wand (y = 0.; y1 = y 1w =0t(y1w*) ~ 0) auch die 
ersten Ableitungen <p 1 * 
1 
, 'f 2* 1 ben<Stigen; seien auch für sie die 
Formeln angegeben: 
( 43) 
( 44) 
( 45) 
* . io , 
'fv •lfv' - ~ l.ov (46) 
0 
mit 
also 
0() 
W2' = .2,v(v '""'1) bvy1v-2 
V:: 1. 
; (47) 
, ( 48) 
+ i II 'f1u 
( 49) 
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Für spätere Umformung zerlegen wir 'f2w, 'f 2.w t, w 2w, w2w 1 noch 
in ihren Real= und Imaginärteil: 
f2w = A1 + i B1 t 
w 2w = 'f 2w' • A 2 + 1 B 2 ; 
w2wt• A~ + 1 :s3 • 
(50) 
li) :O..~.e leibJBtliSJ:os.~n L~enmsen ~ 1* , 'f 2* der. star!:!tlssg,J.e:i.o~ung 'bei 
gr 2 s.,s ~.m w aud.,a. 'b $ twS, • 
In Analogie zu dem in Ib gesohildert$n Verfahren konstruieren 
Wir a.u.oh für o1 > 0 die L5sungen 'f1 * , 'f 2 * für grossen Wandabstand, 
indem wir VG>n Cl.er Reihenentwicklung nach Potenzen von «.2 ausgehen. 
Wegen der Anal0gie der Differentialglei.ohungen (9) und (39) erhalten 
wir· nunmehrs 
tp 1* = Cos (~Xy 1*)[1+2,645 0(. 2+ .... ]+oLSin(o<yt) [- i + .... ] 
(51) 
'f 2*= Oa>s (O(.y 1 *)[1~·! 1 79 cX. 2 + .... ]- ~Sin(«y1 *)[1 .... 1,145 oe. 2+ ... ] 
wo. l? («.) wie in Gleichung ( 27) definiert ist. 
Semit reduziert sioh die Gleiohung des Eigenwertproblems ent-
sp~.eohend.. Gl. ( 29) auf die Beziehtulg a 
(52) 
'f * P(cx. )~ ·W* ... 4(1 W* ~· = !(. ' . 2 ,,. - 1. *' (53) ~ 3w cx. 'f 2w 'P 1 w 
Wir betrachten zunächst die Funktion: 
* 1 P(«-)<f,_:-lf1w* 
E • - .... * -· II ' ; ' . . :ict , Y 0 .1:' '~ 'I 2w - 'P 1 w (54) 
die sich mit den Beziehungen (;6), (50) unter Beschränkung auf die 
in c1 linearen Glieder naoh kurzer Zwischenrechnung auf die Form 
bringen lässt t ~tt [ ] 
E (oc, o1 , or) = E(tX.t or) 1 + o1Cz 1 + i z2) , (55) 
- 1S -
wo E duroh (;1) bestimmt ist und für z1, z2 die Formeln gelten: 
= 1 .. [ ~201 - B10,2 - B~02 - B202 J ' 
Z1 ~ B ~ + C z B 2 + 0 2 
·. 1 1 2 2 
(56) 
. -1 1 [B1B2 + 0102 B2:S~ + 020~] 22 :t: n '1 . - ~ 0 I ~· . 2 d - •. O ~-
0 o c B1 + 01 B2 + 02 
(57) 
mit 
01 = P(~) A1 - '1w ' 
02 ~ P(ot) A2 - cp1w• , (58) 
O ~ = p ( ~) A 3 - 'P 1 w 11 • 
Anmohliessanl bet~achten wir die auf der linken Seite von (5') 
(59) 
l'!iit 
* [ * f. ·~ OG Re (U t 0 (60) 
Da wir unm auf klElline Werte der Anfaohung beschränken wollen 1 
entwiokeln wir F(~ 0*) in der Form& 
F<"t: > " F<,o> + <"':- 'lol <::;r ,_.. "~· + .... , < 61) 
wo F(1t 0 ) und '>lo durch (:?0) bestimmt sind. Mit (60) wird somit: 
* i ei y ö aF r . () F i 
F(-; 0 ) = F('l 0 ) + ~ ( 1 - ,-)ll, 0 (~ + i ~) • ( 62) 0 v 0 H:> lO 
Die Differentialquotienten des Real= und Imaginärteiles Fr und 
F1 der Funktion F(~ 0 ) nach ~ 0 bestimmten wir graphisch. Die Zahlen. 
werte sind in Zahlentafel 2 angegeben. 
Um nun in dem von der Indifferenzkurve umsohlossenen.Instab111-
tät_sbereioh Aussagen über die Anfaohung zu erhalten, bestimmen wir 
die Kurven konstante:r An:f'aohung, indem wir zu konstantem o1 für 
mehrere Werte or den Imaginärteil F t· de:t~ Funktion F('-,_
0
*') übel:,' 
... 1$ 
-
ihrem Real teil F; aufzeichnen und in dieees Polardiagramm zu den-
. *' selben Werten o1 und er den Imaginärteil der Funktion E (cx., Ort oi) 
über deren Realteil auftragen (Abb. 5- 10), · 
0,6' /(F.),I{E/ 
t 
. ., 
l 
Yc = 0,050 
r----o.4r-------r------+------~------J 
\ ' ~' '·, 
.Abb. 6. 
-
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.Abb. 7. 
Abb. e. 
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Abb. 9. 
Yc • 0,150 
Abb.10. 
Abb. 5-10 Polardia.gramme zur Ermittlung der Linien konstanter 
Anfaohung. 
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Die Schnittpunkte der durch dasselbe Wertepaar Ort c1 einander zuge-
ordneten Funktionen F( '?.o*) und E."' (()(., er, ci) geben zunächst die 
zu den entsprechenden ()(.=Werten geht>renden Werte ~ 0 und dann mit (60) die gesuchte Kurve der konstanten Anfaohung oi. Diese Auftra-
gung un~ Rechnung wird dann für andere Werte oi wiederholt. In 
· Abb. 11 eind die Linien konst~nter Anfaohung (~ 1 = o1 oG ) einge-
zeichnet; das Zeitintegral [ ßi dt bezeichnet das logarithmische 
Inkrement der Störungsanfaohtttng. D!:))r Maximalbetrag der Anfaohung 
ß. J* . . ·. 
beträgt etwa (~):rna.x = 4,65•1o-4 und damit nur 13,5% dE!s Maxi-
a 
malbetrage der .Anfaohung bei der ebenen Platte ohne Absaugung[6]. 
Die stabilisierende Wirkung der Anfaohung besteht a1S~o in einer 
starken Erhöhung der Stabil-itätsgrenze einerseits und in einer Ver-
minderung der An:f'aohung der instabilen Störungen andererseits. 
I: l 
Abb. 11. 
10' • u ., • . u --~--Re·~--· ·~!!JJ.-
>t Vo 
Linien konstanter Anf'achung :für die asymptotisohe 
Plattengrenzschicht mit konstanter Absaugung. 
IV. ,V,!rsleio,h §.er ,St@:~.il' tätuß..l!lr ,PlJi.tte;g.reibu,nsssohioht mit und 
OM~ • Apsa.ugunß.• 
Wenn man den Verlauf der instabilen Störungen in de~latten­
grenzsohioht mit und ohne Absaugung im einzelnen vergleicht, so 
ergibt sich neben dem bereits herausgestellten Ergebnis, dass bei 
Absaugung die Stabilitätsgrenll!le achtzigmal grösse:r und die maximale 
örtl~ohe Anfaohung etwa siebenmal kleiner wird., ein ganz verschie-
denes Verhalten. 
In dfb.r l?lattengrenzsohioht ohne Abeaugung durchläuft die Stö-
~- V 0 t* 
ru.ng einer bestimmten zeitlichen Kreisfrequenz ~ • ~ ie = const. 
a a 
zunächst ein stabiles Gebi.et (Abb .. 12), tritt dann be.i einer be-
0.3 ar -------.------r----~----- --------l 
t fJ=O I I 
Pr-v~ 10_, 
0, ( -U/ --+---;;~~:=:t--..J:=4L'-~I>-.----+-- - --~ 
~ 
/0~ I(} /0 4 ' (), ·<f 
---Re=+ 
Abbo 12. Linien konstanter Anfachung für di~lattengrenz~ 
sohicht ohne Absa.ugung (Bla.sius-Pro:f'il). 
,_ 
' * stimmten Rey-nold.szahl Re 1 (Entfernung :x:1 von der Vorderkante; 
<I 
Re1:tc = 1 f 7'3 VF) in den Instabili tätsbereioh ein, wird in zunächst 
a . 
steigendem; dann abfallendem Masse angefacht und verlässt den In• 
sta'bilitätsbereioh bei der Reynoldszahl Re2* (Entfernung x2 von der 
Vorderkante) und. wird wieder gedämpft, Man vergleiche dazu die in 
Abb. 12 eingezeiohneten gestriohalten Linien. In der Flattengrenz-
sohioht ohne Absa.ugung gibt es also, wenn tl.berha.u;pt, immer nur 
eine vorübergehende An:f'aohung,·die indes natürli(l)h genügen kann, um 
den·Umsohlag der Laminarströmung herbeizuführen. 
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Beim asy:rnptotischen Absaugeprofil dagegen ist die Sttlrung einer 
bestimmten Frequenz f'J r bei einer bestimmten Absaugegesohwindigkei t 
-v 0 entweder auf ihrem ganzen Wege* st~o~~b imrn~r stabil oder immer 
instabil, weil die Reynoldszahl Re = + !;;_- ~ = ~- ja konstant 
70 Q 
bleibt und den gesamten Strömungsbereich der asymptotisohen Rei-
bungsschicht k$nnzeichnet. Am gefährlichsten ist offenbar (Abb.11) 
die Sttlrung mit der Wellenlänge 
..A. ' 2'ii 2'it 6 ~ Im ;r.= ö,~1~ = ,45 
bei dem M;~an~enbeiwert 
' \ 1' 1 6 
-- o~.~::~ ~ = · 5 · = 3,09•10.... , '\\- .ne~ 3,24•10-
weil dort -'d:ie An:faohung ihren Höchstwert von 
~ J. ' 
( ~ .. -) max == 4 , 6 5 •1 0-4 
a 
erreicht. Dagegen sind für das asymptot1sohe Absaugeprofil unter-
halb der Stabilitätsgrenze 
* --- 4 Re krit = 51 52•10 
d.h. bei Absaugemengen 
QQ ~ 1, 82 •1 0 ... ; 
die Stör~~~n aller Frequenzen stabil. 
, ... _'?", 
Hiera~ ist indessen noch nicht zu schließen, daß ,an der Saug-
platte für-oQ> 1,821110-; überhaupt kein Umschlag eintreten kann. 
Denn es beeteht immerhill die M()gliohkei t, daß die rJ;asohwindigkai ts-
profile in der Anlaufstreok<& zwischen Vorderkante und s.symptoti-
SGlher Grenzsoh:Loht bereits bei gr~ßeren oQ instabil werden. 
Es mu.ß dem Experiment überlassen werden, nachzuweisen, ob s.o 
niedrige .Absau.gamengen te.tsäohl:i.oh zur Laminarhaltung der Reibungs .... 
sohioht an der ebenen :Platte a.uereiohen. 
In diesem Zusammenhang sei noch eine kurze Bemerku.ng über die 
örtlichen Widerstände der Platten mit und ohne Absaugung gestattet. 
Für die Platte ohne Absaugung (Blasius-Pr®:fil) ist die Wand.-
sohubspannu.ng& 
-- 22 -
r 
Q -ou·~·-
1 a 
(63) 
Für die Platte mit konstanter Absaugung erhält man aus (1) den 
asymptotisohen Wert 
• (64) 
Bei gleicher Verdrängungsdicke und unter sonst gleichen Umständen 
hat also die asy:mptotisohe Wandschubspannung an der Platte mit kon ... 
stant~r Absaugung etwa den 1,75=faohen Betrag der örtlichen Schub ... 
spannw1.g !M'l der Platttß ohne Absaugung. Das ist ohne weiteres aus 
dem völligeren Oha.rakter deßl Absaugeprofils gegenüber dem !1äsius-
Profil zu verstehen. 
Dar Gesamtwiderstand der Platte mit Absaugung hängt i'lat'tlrlioh 
auch von dem Verlauf der Schubspannung in der Anlaufstrecke ab, die 
sicher gr<:Sßer ist als im asymptotimchen Zustand. Da die Gesohwin-
digkeitspr®:f'ile in dieser Anlaufstreoke nooh nicht bekannt sind., 
lcarm man einen integralen Widerstandsbeiwert der Platte mit kon-
stanter Abeaugung nooh nicht aufstellen. 
V • Z,ieEenf,a@ s 1-\ai • 
Um auf theoretisohem We.ge zur Klärung beizutragen, in welchem 
Ma.s~e durch Absaugu.ng der Reibungsschicht ihr Umschlagbeginn ver ... 
zögert werden kann, wurde nach der Methode der kleinen Schwingungen 
die Stabilität desjenigen Geaohwindigkeitspro:file untersucht, das 
sioh an $iner 1ttnseangeströmten Platte a21ymptotisoh einstellt, wenn 
über deren ganze Fl.äohe mit konstanter Geeohwindigkeit abgesaugt 
wird. Die Sta'bilitäteuntersuohung erfolgte els~malig ohn~ In@sns;Eruo~· 
ni.ßm§! .f~nes Nähf!rlUtS!PJ'.~f1l,es, indem zwei verschiedene exaltte La. 
sungspaa:re dtr reibungslosen Sttirungsgleichung, für die Wandnähe und 
für d®n AnsG~hlu!ßberedoh a.n die Potentialgesoh~i~<ligkeit aufgestellt 
wurden. Die kritische Reynoldszahl Re* krit = .::.a;- , unterhalb 
deren alle Störungen gedämpft werden, ergibt sioh zu 5,52•104 (an 
der Platteohne Absaugu.ng ist Re*krit = 680); umgerechnet heißt 
das, daß diese asymptotisohe Reibungsschicht :für Absaugemangen .... 
beiwarte oQ> 1,.62•10 ... ; stets stabil ist. Die maximale örtliche An-
fa.ohung der instabilen Störungen ist etwa siebenmal kleiner als der 
entsprechende Wert :für die Platte ohne Absaugung, sodaß die Absau-
-gung insgesamt eine stark stabilisierende und damit den Umschlag 
aufschiebende Wirkung auf die Plattengrenzschicht ausübt. 
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Zahlenta:fe;t, .1 • 
Reihenkoeff,izien ten d,er Lösun&en 'f 1 , 'P 2 f}ir die G:r;:u.:ndstr,ömune; .a 
u - e-y Ia* tr:" = 1 
a 
• • • • • • • • • • 
• t • • • • • • • • 
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Zahlentafel 2. 
~~rte der Di~:ferenti~lg,uotienten des R.eal= und Imaginä:rtei,le~. 
d,er FUX}ktion F ~?1 0 2 . :nach 11 o.J.. 
dF ~ dF dFi 'lo ~ "lo :r ~ Ja . J .J ~ "l . 'lto 1to 
-
2 
-· 
0 226 
-· 
0 066 
. ' 
-
2 
-
0 2 0 .... 0 030 
-
2 
-· 
2 
-· 
0 0 0 5 
-
2 121 
-
0 2 2 
-
60 0 100 
..... 2 0 
-· 
2 .... 0 6 0 205 
-
2 
-· 
0 2 6 0 270 
-
2 ., 
.. 7 0 338 
.... 2,~ 0 . 1 ' 2 - Ot341 
-
0 2 6 0 282 
-
0 210 .... 0 226 
6 
-· 
0 188 0 182 
... ; 6 
-
0 162 0 1'50 
-· 
0 133 0 1 8 
-· 
0 102 
